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Abstract—O Problema de Cobertura de Vértices (Vertex
Cover) é um desafio fundamental na otimizacio combinatéria
e na teoria dos grafos, classificado como NP-completo [8, 15].
Este artigo explora a complexidade intrinseca do Vertex Cover,
suas diversas aplicacoes praticas em areas como redes de sensores
sem fio, bioinformatica e redes de comunicacio, e as abordagens
algoritmicas desenvolvidas para enfrenta-lo. Serdo apresenta-
dos e discutidos dois tipos de solucOes: um algoritmo de 2-
aproximacio, que prioriza a eficiéncia para grafos de grande
escala, e um resolvedor exato baseado em branch-and-bound,
que garante a solucdo 6tima para instancias menores. A analise
comparativa de ambos os métodos, incluindo um exemplo pratico
de implementacio e seus resultados, ilustrara a trade-off entre
precisao e desempenho computacional, um dilema central em
problemas NP-completos.

Index Terms—Vertex Cover, Cobertura de Vértices, NP-
completo, Algoritmos de Aproximacdo, Branch-and-Bound,
Otimizacao Combinatéria, Teoria dos Grafos.

I. INTRODUCAO

O problema de Cobertura de Vértices (Vertex Cover), um
conceito central na teoria dos grafos, reside na identificacdo de
um subconjunto de vértices em um grafo tal que cada aresta
do grafo seja incidente a, no minimo, um desses vértices
selecionados. O objetivo é encontrar a menor quantidade
possivel de vértices que satisfaca essa condi¢do [3, 12]. Dada
sua relevancia tedrica e aplicacdes praticas, o Vertex Cover
tem sido objeto de intenso estudo na ciéncia da computacio
e areas correlatas [2, 13].

A complexidade do Vertex Cover € amplamente
reconhecida, pois foi um dos 21 problemas inicialmente
identificados por Richard Karp como NP-completos [8, 15].
Essa classificacdo implica que, a medida que o tamanho
do grafo aumenta, o tempo necessdrio para encontrar
uma solu¢do Otima cresce exponencialmente, tornando-se
impraticavel para instincias de grande escala [15]. Essa
intractabilidade impulsiona a pesquisa por algoritmos que,
embora ndo garantam a otimalidade, oferecem solucdes “’boas
o suficiente” em tempo habil.

Este artigo visa explorar essa dualidade entre a busca pela
otimalidade e a necessidade de eficiéncia. Serdo detalhadas
as aplicacbes praticas do Vertex Cover, demonstrando sua

ubiquidade em diversos dominios. Em seguida, serdo apresen-
tadas e analisadas duas abordagens algoritmicas distintas: uma
heuristica de 2-aproximacao, projetada para escalabilidade, e
um algoritmo exato de branch-and-bound, focado na precisio
para grafos de menor porte. A discussdo serd complementada
com a apresentacdo de um exemplo pratico de implementacao
e seus resultados, ilustrando a trade-off de desempenho e as
implica¢des da NP-completude.

II. FUNDAMENTACAO TEORICA: O PROBLEMA DE
COBERTURA DE VERTICES

Para ilustrar o problema de Cobertura de Vértices, podemos
recorrer a um cendrio pratico: a instalacdo de cameras de
seguranga em uma empresa. Imagine que os corredores
do prédio sdo os “vértices” de um grafo, e as passagens
que conectam dois corredores sdo as “arestas”. A meta é
posicionar o minimo de cdmeras (em vértices) de modo que
todas as passagens (arestas) fiquem vigiadas por, no minimo,
uma camera instalada em um de seus extremos [3].

Considere um grafo simples com 4 corredores (vértices
A, B, C e D) conectados por 3 passagens (arestas (A,B),
(B,0), (C,D)). Para cobrir todas as passagens, poderiamos
instalar cameras nos corredores B ¢ C. A ciamera em B
cobriria (A,B) e (B,C); a camera em C cobriria (B,C) e
(C,D). Assim, o conjunto {B, C} forma uma Cobertura

de Vértices, e neste caso, € a cobertura minima, pois com
apenas uma camera seria impossivel cobrir todas as arestas [3].

A complexidade do problema reside em encontrar esse
subconjunto minimo para qualquer grafo. Formalmente, dado
um grafo nao-direcionado G=(V,E), onde V é o conjunto
de vértices e E é o conjunto de arestas, uma cobertura de
vértices VCCV € um subconjunto de vértices tal que para
cada aresta (u,v)€E, ou ueVC ou veVC (ou ambos) [3, 12].
O Problema de Cobertura de Vértices é encontrar um VC
com a menor cardinalidade possivel [3, 12].

Como um problema NP-completo, o Vertex Cover nio
possui um algoritmo conhecido que possa encontrar a
solucdo 6tima em tempo polinomial para todas as instancias
[8, 15]. Isso significa que, embora seja possivel verificar
rapidamente a validade de uma solucdo proposta, encontrar a



solucdo 6tima para grafos com milhares de vértices se torna
computacionalmente invidvel, exigindo abordagens que lidem
com essa intratabilidade [15].

III. APLICACOES PRATICAS DO VERTEX COVER

A aplicabilidade do problema de Cobertura de Vértices tran-
scende o campo puramente tedrico, encontrando ressonancia
em diversos dominios do mundo real. Sua capacidade de
modelar situagdes onde se busca otimizar a cobertura ou a
conectividade com o menor nimero de elementos o torna
valioso em multiplas areas:

A. Redes de Sensores Sem Fio (WSN)

No contexto de WSNs, o Vertex Cover é fundamental para
otimizar a cobertura da rede e o monitoramento de links, min-
imizando o consumo de energia e prolongando a vida ttil da
rede [6, 10, 1]. Ao selecionar um subconjunto minimo de nés
sensores (vértices) que cobrem todos os links de comunicacio
(arestas), € possivel reduzir a quantidade de sensores ativos,
resultando em economia de bateria e maior eficiéncia da
rede [6, 10]. Artigos como os de Islam e Haloi (2021) [6]
e Banharnsakun (2023) [10] exploram detalhadamente essas
aplicacdes, propondo algoritmos para esse fim.

B. Redes de Comunicagdo e Transporte

O problema de Vertex Cover é aplicado em diversas redes
de comunicagdo, como redes de comunicagdo sem fio, redes
de companhias aéreas e até mesmo em redes de comunicacao
em cenarios de seguranca [1, 2]. Ele pode ser utilizado para
otimizar a alocacdo de recursos, como roteadores ou pontos
de acesso, garantindo que todas as conexdes estejam cobertas
com o menor custo possivel [1, 2]. Em redes de transporte
publico, pode auxiliar na determinacio dos pontos de controle
essenciais [10].

C. Bioinformdtica

Na bioinformadtica, o Vertex Cover pode ser empregado na
andlise de redes bioldgicas, como redes de interag@o proteina-
proteina, onde identificar um conjunto minimo de proteinas
que interagem com todas as outras pode revelar insights sobre
funcdes celulares e mecanismos de doencas [1, 2, 10].

D. Redes Complexas

Para grafos que exibem caracteristicas de redes complexas,
como a distribuicao de lei de poténcia (onde poucos vértices
possuem um grande numero de conexdes), o Vertex Cover
assume um papel estratégico [8]. Estudos, como o de Da
Silva et al. (2013) [8], mostram que algoritmos gulosos podem
ser surpreendentemente eficazes nessas redes, encontrando
coberturas muito préximas da 6tima [8]. Isso € relevante em
contextos como redes sociais, a estrutura da internet e redes
de colaboragio [8].

E. Seguranca de Rede e Andlise de Dados

O problema também tem aplicagdes em seguranca de rede,
andlise de vulnerabilidades e agendamento de tarefas, onde a
identificagdo de um conjunto minimo de elementos criticos
para a cobertura de todas as dependéncias € fundamental
[11].

A vasta gama de aplicagdes pratico-cientificas do Vertex
Cover sublinha sua importincia como um problema de
otimiza¢do combinatdria, que exige abordagens algoritmicas
tanto exatas quanto aproximadas para atender as demandas
de diferentes contextos.

IV. ABORDAGENS ALGOR{TMICAS PARA O VERTEX
COVER

Devido a natureza NP-completa do Vertex Cover,
pesquisadores desenvolveram uma variedade de algoritmos,
que podem ser categorizados em duas grandes classes: algo-
ritmos exatos (que garantem a solug¢do Otima) e algoritmos de
aproximacao (que buscam uma solu¢@o “boa o suficiente” em
tempo razodavel) [12].

A. Algoritmos de Aproximagdo: Eficiéncia para Grandes
Grafos

Algoritmos de aproximagdo sdo cruciais para lidar com
a intratabilidade de problemas NP-completos em instincias
de grande porte. Eles funcionam em tempo polinomial e
oferecem uma garantia de desempenho, ou seja, a solucio
encontrada ndo excede um certo fator da solucdo 6tima [12,
13].

Uma das heuristicas mais conhecidas é o algoritmo de
2-aproximacdo. Este método opera da seguinte forma: ele
seleciona arbitrariamente uma aresta, adiciona ambas as
suas extremidades (vértices) a cobertura de vértices e, em
seguida, remove todas as arestas que sdo incidentes a esses
dois vértices recém-adicionados. O processo € repetido até
que todas as arestas do grafo estejam cobertas. A garantia de
desempenho deste algoritmo é que o tamanho da cobertura
encontrada serda, no maximo, o dobro do tamanho da cobertura
6tima [1, 12, 13].

Existem também outras heuristicas e meta-heuristicas que
buscam aprimorar a qualidade das solugdes aproximadas:

o Algoritmos Gulosos (Greedy): Priorizam a selecdo de
vértices com o maior grau (maior nimero de conexdes)
na esperanga de cobrir o maximo de arestas possivel
em cada passo. Variantes como o “Clever Greedy” ou
algoritmos baseados em razdes de custo-beneficio (como
o de Alom) podem apresentar bons resultados praticos,
especialmente em redes complexas [1, 2, 8]. Artigos
de Patel e Kamath S (2014) [1] e Patel e Patel (2017)
[2] comparam diversas abordagens gulosas, incluindo o



algoritmo de Alom.

o Algoritmos Inspirados na Natureza: Meta-heuristicas
como o Algoritmo de Col6nia de Formigas (ACA) [5]
e o Algoritmo de Coldnia de Abelhas Artificiais (ABC)
[10] sdao adaptadas para o problema de Vertex Cover.
Esses algoritmos simulam comportamentos coletivos
de espécies para explorar o espaco de solucdes e
encontrar aproximacgdes eficientes [5, 10]. Algoritmos
genéticos hibridos também sdo empregados, combinando
técnicas evolutivas com otimizag¢do local para melhorar
a qualidade das solucdes [11].

o Novas Abordagens Hibridas: Propdem a combinagdo
de diferentes técnicas, como o algoritmo de Dijkstra com
critérios de caminho mais curto [13], ou a incorporagdo
de caracteristicas do grafo, como vértices pendentes
(vértices com apenas uma conexao), para refinar a busca
por solucdes [3]. Para o problema de Cobertura de
Vértices Conectada Ponderada Minima (MWCVC), que
€ uma variacdo, novos algoritmos heuristicos como VCC
e LCVCC foram desenvolvidos para encontrar solugdes
com peso minimo e que mantenham a conectividade [4].

Essas diversas abordagens de aproximacgao evidenciam a busca
continua por solu¢des mais eficientes e de melhor qualidade
para o Vertex Cover, especialmente em cendrios onde a oti-
malidade € inacessivel devido ao tamanho das instincias.

B. Algoritmos Exatos: A Busca pela Otimizagdo Perfeita

Para grafos de menor porte, a busca pela solugdo
otima ¢é factivel e desejavel. Algoritmos exatos exploram
sistematicamente o espaco de solugdes até encontrar a
cobertura de vértices minima, garantindo a otimalidade.

Um método comum para isso é o Branch-and-Bound
(ramificacdo e poda). Este algoritmo constréi uma arvore de
busca onde cada né representa uma subsolug¢do parcial. Em
cada passo, o algoritmo se ramifica, explorando diferentes
opgdes (por exemplo, incluir um vértice na cobertura ou nao).
A poda” ocorre quando uma subsolu¢@o parcial é avaliada e
€ determinado que ela ndo pode levar a uma solugdo melhor
do que a melhor ji encontrada. Isso evita a exploracdo
desnecessaria de ramos inuteis da arvore de busca, reduzindo
significativamente o tempo de execu¢do em compara¢do com
uma busca de forca bruta pura [9].

Apesar da otimizagdo proporcionada pelo branch-and-
bound, a complexidade computacional para problemas
NP-completos permanece exponencial [9, 7]. Para o Vertex
Cover, essa exponencialidade se manifesta na dependéncia
do tempo de execucdo em relacdo ao nimero de vértices
(n) e ao tamanho da cobertura (k) [9]. Artigos que abordam
algoritmos exatos para k-Vertex Cover frequentemente
discutem a “tractabilidade de parametro fixo” (FPT),
buscando algoritmos que sao eficientes para pequenos valores

de k, mesmo que 7 seja grande [7]. A complexidade temporal
é tipicamente expressa como O(f(k)-polinomial(z)), onde
f(k) é uma fun¢do que depende exponencialmente apenas do
parametro k [7].

Mesmo com essas otimizagdes, a aplicagdo pratica de algo-
ritmos exatos de branch-and-bound € limitada a grafos com
um ndmero relativamente pequeno de vértices (por exemplo,
n<15 ou n<20, dependendo da estrutura do grafo e dos
recursos computacionais disponiveis). A natureza exponencial
do problema de Vertex Cover é o motivo pelo qual, para
instancias maiores, a comunidade cientifica se volta para as

solucdes aproximadas.

V. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E ANALISE DE
DESEMPENHO

Para ilustrar a diferenca pratica entre as abordagens de
aproximacdo e exatas, implementamos e analisamos dois al-
goritmos para o problema de Vertex Cover em TypeScript.
O objetivo foi quantificar a trade-off entre a velocidade de
execucdo e a qualidade da solucdo (tamanho da cobertura de
vértices).

A. Estrutura do Grafo e Implementagdo

O grafo utilizado para os testes foi gerado aleatoriamente
com n=10 vértices. A probabilidade p=0.3 foi definida para
a existéncia de uma aresta entre quaisquer dois vértices,
resultando em um grafo esparso, o que é comum em
muitos cendrios do mundo real (por exemplo, nem todos
os corredores de um prédio estdo diretamente conectados a
todos os outros).

As implementagdes dos algoritmos sdo as seguintes:

e approxVertexCover (nodes: Nodel[],

links: Link[]): number[]: Este é o algoritmo
de 2-aproximacdo padrdo [12, 13]. Ele funciona iterando
sobre as arestas do grafo e, para cada aresta, adiciona
seus dois vértices extremos ao conjunto de cobertura. Em
seguida, remove todas as arestas que ja foram cobertas
por esses vértices. Este processo continua até que todas
as arestas sejam cobertas. A complexidade de tempo
desta implementacio é O(E?) no pior caso, onde E é o
ndmero de arestas, devido a varredura da lista de arestas
para remocao a cada iteracdo.

e exactVertexCover (nodes: Node[], links:
Link[], kMax: number = Infinity):
number []: Esta fun¢do implementa o algoritmo

exato de branch-and-bound por meio de uma busca em
profundidade (DFS) recursiva [9]. Para cada aresta (u,v),
ela ramifica em duas opgdes: incluir # na cobertura ou
incluir v. Crucialmente, a funcdo emprega poda para
otimizar a busca: se o tamanho da cobertura parcial atual
ja for maior ou igual ao tamanho da melhor cobertura
encontrada até o momento (ou exceder um limite kMax),

z

a ramificacdo € interrompida. Isso evita a exploragcdo



desnecessaria de caminhos que ndo levariam a uma
solug@o Gtima.

B. Resultados Experimentais

Os testes foram realizados em um grafo com n=10 vértices
e p=0.3 para a probabilidade de arestas. Os resultados obtidos
sao:

o Tempo Aproximado (approxVertexCover): 0.00 us
(resultando em 8 vértices na cobertura).

« Tempo Exato (exactVertexCover):
(resultando em 5 vértices na cobertura).

0.00 ps

o Razdo de Aproximagdo: 1.60x o 6timo.

E importante notar que, para um grafo tio pequeno (n=10),
ambos os algoritmos executam em tempo praticamente in-
stantdneo (0.00 ps). A distin¢do real reside na qualidade da
solucdo: o algoritmo aproximado encontrou uma cobertura
com 8 vértices, enquanto o algoritmo exato encontrou a
cobertura 6tima com 5 vértices. A razdo de aproximacgdo de
1.60x indica que a solugdo aproximada foi 1.6 vezes maior
que a Gtima para esta instincia especifica, um desempenho
melhor do que a garantia tedrica de 2x, o que € comum na
prética, pois as garantias tedricas sdo para o pior caso.

C. Limitacoes do Algoritmo Exato e a Questdo dos 15
Vértices

Apesar da capacidade do algoritmo exato de encontrar
a solugdo Otima, sua aplicacdo é severamente restrita pelo
tamanho do grafo. Em sua implementagdo, o algoritmo
exactVertexCover consegue processar grafos com até
aproximadamente 15 vértices de forma eficiente. O motivo
para essa limitacdo, como jid mencionado, € a natureza

exponencial do problema de Vertex Cover [9, 7].

A complexidade de um algoritmo Branch-and-Bound,
embora otimizada pela poda, ainda escala exponencialmente
com o nimero de vértices. Para cada aresta no grafo, o
algoritmo tem que fazer uma decisdo” de ramificacdo, o que
pode levar a um crescimento explosivo do nimero de estados
a serem explorados [9]. Se a melhor solucdo ainda nio foi
encontrada ou se os limites de poda ndo sdo “apertados” o
suficiente para a estrutura do grafo, o algoritmo pode acabar
explorando um vasto niimero de caminhos na drvore de busca,
consumindo mais tempo. Foi justamente o monitoramento
do tempo de execucdo que permitiu identificar o limite de
15 vértices: acima desse valor, o tempo de processamento
deixa de ser desprezivel e passa a ser visivelmente demorado
(de microssegundos para segundos e, rapidamente, para
minutos ou mais), tornando a solu¢do impraticdvel para
andlises em larga escala. Acima de 15 vértices (ou um
pouco mais, dependendo da densidade do grafo e dos
recursos computacionais disponiveis), o niimero de operacdes
necessdrias se torna tdo grande que o tempo de execucdo

pode saltar de microssegundos para segundos, minutos, horas,
dias ou até mais, tornando o algoritmo impraticdvel.

Atingir "até 15 vértices” com seu cdédigo significa que,
para além desse limite, o tempo de processamento se torna
notavelmente longo. Esta € a manifestacdo direta da NP-
completude em sua implementacdo: o algoritmo exato, embora
correto, nao escala.

VI. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O Problema de Cobertura de Vértices ilustra de forma
contundente o dilema enfrentado na otimizagdo combinatéria:
a busca pela solugdo 6tima versus a necessidade de eficiéncia
computacional. A classificacio do Vertex Cover como um
problema NP-completo demonstra que, para instancias
de grande escala, a obten¢do de uma solucdo exata em
tempo habil é virtualmente impossivel [8, 15]. Isso torna
os algoritmos de aproximacdo ndo apenas uteis, mas
indispensdveis em cendrios praticos [12].

A andlise comparativa entre o algoritmo de 2-aproximacao
e o algoritmo exato de branch-and-bound demonstrou
claramente essa trade-off. Enquanto o método exato garante
a otimalidade para grafos pequenos (com até cerca de 15
vértices, como observado em nossa implementacdo), sua
escalabilidade é drasticamente limitada pela complexidade
exponencial [9, 7]. Em contrapartida, o algoritmo aproximado,
embora ndo garanta a solucdo 6tima (como evidenciado pela
razdo de aproximacdo de 1.60x em nosso exemplo), oferece
uma alternativa rdpida e vidvel para grafos maiores, com uma
garantia de desempenho aceitdvel (até 2x o 6timo) [1, 12,
13].

As vastas aplicagdes do Vertex Cover em areas como redes
de sensores sem fio, redes de comunicacdo, bioinformatica
e andlise de redes complexas reforcam a relevancia
continua da pesquisa neste campo [1, 2, 6, 8, 10, 11].
A evolugdo dos algoritmos, desde heuristicas gulosas e
algoritmos de aproximacdo até meta-heuristicas bioinspiradas
e abordagens hibridas, reflete a criatividade e a persisténcia
da comunidade cientifica em superar as barreiras da
intratabilidade computacional [1, 2, 3, 4, 5, 10, 11].

Para trabalhos futuros, aprimoramentos nos algoritmos de
aproximacdo para melhorar a razdo de aproximacdo e a
eficiéncia em cendrios de alta densidade continuam sendo um
foco. A exploragdo de novas meta-heuristicas ou a combinacio
inteligente de técnicas existentes (algoritmos hibridos) pode
levar a solugdes ainda mais robustas e adaptaveis [4, 11].
Além disso, a aplicag@o de técnicas de computacdo paralela ou
distribuida para escalar tanto algoritmos aproximados quanto,
em casos muito especificos, os exatos (para instdncias um
pouco maiores que o limite atual de viabilidade), representa
uma dire¢do promissora na pesquisa do Problema de Cobertura
de Vértices.
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